Algoritmos em Grafos

Adaptado de Humberto C. B. Oliveira



Historia dos Grafos
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Leonhard Euler

« Em 1735, Euler ganha fama mundial ao
resolver um problema que por décadas foi
desafio para os matematicos da época (Série
infinita da soma dos inversos dos quadrados
— conhecido como problema da Basiléia);

« A maioria dos grandes matematicos de seu
tempo tentaram sem éxito encontrar o
resultado desta série infinita;

- Euler possuia apenas 28 anos na época;
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Leonhard Euler

 Um ano mais tarde (1736), Euler
resolve o problema conhecido

como as Sete pontes de

« Problema:

o E possivel que uma pessoa
faca um percurso na cidade
de tal forma que inicie e
volte a mesma posicao
passando por todas as
pontes somente uma
Unica vez?
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As Sete Pontes de Konigsberg

 Euler resolve este problema

simplificando a forma de se [e——

enxergar o mapa.

- (Cada faixa de terra
representa um ponto, € as
pontes sao ligacoes entre
OS pontos.




As Sete Pontes de Konigsberg
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As Sete Pontes de Konigsberg

- Obviamente, existem duas respostas possiveis para o
dilema:

= Ou Existe solucao...
+ Basta mostrar uma!!! Facil... ©
+ Sera mesmo simples??? Para todo problema...

* Pode se mostrar enumerando, todos; 0s; caminhos; pessiveis;, e mostrar
que todos falham;

- ou de forma mais elegante,
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As Sete Pontes de Konigsberg

- Aparentemente nao existe solucao;

- Partindo do vértice A, e percorrendo
outros vértices, podemos ver a
utilizacao de no minimo duas arestas

(ponteS) 41 I - I .9 I (43 Z I b

- Assim, se for possivel achar uma rota
que usa todas as arestas do grafo e
comeca e termina em A, entao o
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As Sete Pontes de Konigsberg

- No entanto, temos:
» grau(A) = grau(C) = grau(D) = 3;

o« grau(B) = 5.

« Assim, por este raciocinio nao é
possivel percorrer as faixas de terra,
passando por cada ponte uma tnica
vez, retornando ao vértice de partida.




1736, Konigsberg, Prussia
2007 Kalmmrad Ru551a
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As Sete Pontes de Konigsberg

- Verifique a beleza da solucao de
Euler...

- Mesmo para diferentes problemas,
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Leonhard Euler
curiosidades...

o Euler é atualmente considerado um dos
maiores matematicos de todos os
tempos;

« Produziu mais de 1100 artigos e livros;

« Durante os ultimos 17 anos de vida, ele
ficou  praticamente cego, quando
produziu quase que metade de seus
trabalhos.
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Um pouco de historia...

- Apesar da beleza da solucao de Euler
para o problema das sete pontes, a
solucio foi um detalhe na imensidao de
contribuicoes do matematico;

« A resolucao de um toy problem, e nao
aparentava a principio ser de grande
relevancia para a ciéncia;

« Seu método de abstracao ficou durante
150 anos oculto em meio ao seu mar de
livros e artigos.
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Um pouco de historia...

- Diferentemente do problema de Euler (que nao se repete
aresta, e pode se repetir vértices), o problema de Hamilton
nao permite a repeticao de vértices, e conseqiientemente
também nao se repetem arestas;

- Atualmente, o ciclo Hamiltoniano é utilizado na definicao
formal do problema do Caixeiro Viajante (um dos mais
importantes e complexos problemas ja descritos —
definitivamente, o mais estudado problema de otimizacao
combinatéria);

- E interessante observar que os problemas de Euler e
Hamilton encontraram aplicacoes praticas 100 anos mais
tarde, na area de Pesquisa Operacional;



Um pouco de historia...
Aplicacao do ciclo Hamiltoniano

- Imagine que voce precisa
construir uma placa de circuito
impresso.

- Esta possui inimeros furos para
0 encaixe de seus componentes.

- Suponha que vocé possui a
disposicao um braco eletronico
para perfurar a placa e precisa
descrever um algoritmo para
encontrar a ordem perfuracao
dos buracos;




Um pouco de historia...
Aplicacao do ciclo Euleriano
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Exemplos de Aplicacoes




Exemplo de Aplicacao:
Sociograma

- Os sociogramas representam relacionamentos entre
individuos;

Rafael Jodo Antdnio

Eduardo Carlos Alberto

Flavia

Ana Paulo Ricardo
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Exemplo de aplicacao:
Representacao de Localidades

- A representacao €
base para inimeras
aplicacoes em
grafos...




Exemplo de aplicac;éo:
Caminho minimo

- Exemplo: '5 :é il T g
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Exemplo de aplicacao:
Circuitos elétricos

« Atualmente existem muitos
problemas em aberto

sLe dedicados a prevencao de
. /BN - falhas no sistema elétrico
@ VOB S (O de grandes metropoles.




Exemplo de aplicacao:
Quimica molecular

- Representacao bidimensional de moléculas
utilizando grafos...
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Exemplo de aplicacao:
Redes de computadores

- Apesar das redes de computadores serem complexas no
mundo real, onde inimeros fatores descrevem o ambiente....
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Exemplo de aplicacao:
Redes de computadores

ol e Que informacoes
podemos utilizar para
witcl HostE
i ol montar as tabelas de

vl as \ : Sw*fi:/— encaminhamento de
3 1

cada switch?

Host A

Tabela em S2

Destino Saida
A 3
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Exemplo de aplicacao:
Sistemas Operacionais

- Hierarquia de Processos — Arvores sao grafos especiais...

/ Te



Exemplo de aplicacao:
Teoria da Computacao

« Reconhecimento de
textos de uma
lingua/linguagem
qualquer.

o Ex.: C++, Java,
Portugues...

- Aplicacao:
= Deteccao de erros
sintaticos em frases de
um documento por
Maquinas de Turing ou
Maquina equivalente.
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Exemplo de aplicacao:

Teoria da Computacao e Engenharia de Software
Caso: Abrir arquivo

-

g.:; |;;;?mw¢mﬁm v| @-3(Q X [y IO~ Feraperize-

]
A: File =
B: Open mﬁm
D: Name m%i,
E: Select |2, ==se Sl Earm:
Fr Cance] IR -
H: Open

Exemplo de seqiiéncias reconhecidas pelo
autdémato:

wl: AB, BE, EH (menor palavra da linguagem)
w2: AA, AA, AA, AB, BF, AB, BE, EH



Atualmente...




Grafos na atualidade

- Da “era Euler” até os dias atuais, a teoria dos grafos se
desenvolveu rapidamente;

- Eu a considero uma teoria estavel e de grande bagagem
para resolucao da maioria dos problemas praticos;

« Apesar da limitacao computacional:

= Seja ela de complexidade,
= Seja ela de decidibilidade;



Conceitos Basicos




Grafos - Introducao

 Os grafos sao formados por:
> Vértices - conjunto V;
= Arestas — conjunto A;

- Formalmente descrito a @
Ccomo:
= G=(V,A)




Grafos simples

 Grafo simples:
= Para qualquer conjunto V, denotamos por V(2) o ®—@
conjunto de todos os pares nao ordenados de ><

elementos de V; @_@

= V={a, b, c, d}
° Vi) = {(ayb)) (a)C)) (a)d)) (b,C), (b)d)) (C)d)} G'I

= Portanto, em um grafo simples: AV @

- “Um grafo é um par (V,A), em que V é um
conjunto arbitrario ”(finito)”, e A é um
subconjunto de V(=2 ).”




Grafos simples a @

0@
- Neste outro exemplo, o grafo simples '
Go é denotado por:

= Go=(V,A), onde:
- V={a,b,c,d}

- A={(a,b), (a,c), (b,d), (c,d)}

« Repare que A é um subconjunto de V2 );
« Vi ={(a,b), (a,c), (a,d), (b,c), (b,d), (c,d)}
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Grafos simples

- Em um grafo simples, se a cardinalidade de V
é igual a n, qual é a cardinalidade do conjunto

- Lembrando que V(2) sao os pares nao G1

ordenados de V.



Grafos simples

- |V]=n
o |Vio| = 2?22?27

ordenados de V. C d

@—0®
- Lembrando que V(2) sao os pares nao ><




Grafos simples

« Por que isso € importante?

= Memoria pode ser um fator limitador dos sistemas
computacionais...

» K importante o sistema saber antes da operacao, se o computador
possui memoria suficiente para executa-lo...

= Pode ser critico em aplicacoes que utilizam grandes mapas, por
exemplo.



Grafo complementar de um grafo simples

- Considere o grafo G =(V,A)

« Seu complemento é denotado por

G=(VVp\A)
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Grafos simples

- Uma aresta como {a,b} sera denotada simplesmente por ab ou por
ba.

- Dizemos que a aresta ab incide em a e em b.
- Dizemos que a e b sao pontas da aresta;

- Se ab é uma aresta, vamos dizer que a e b siao vértices vizinhos ou
adjacentes.




Grafos simples

« De acordo com nossa definicao, um grafo simples nao pode:
> Ter arestas paralelas;

= Ter arestas do tipo “laco”. Ex.: bb, aa, hh, ...



Grafos simples completo

- Um grafo
G=(V,A)

®
@—©

- € completo se somente se

‘A‘z‘V(z) ‘



Grafos simples vazio

- Um grafo
G =(VA) ©
@
@
« € vazio se somente se
A=0
A={ }
@ @ ®
® @ © @



Grafos simples completo
Grafos simples vazio

+ A expressao

G =Kn

= ¢ uma abreviacao para dizer que G é simples e completo e tem n
vértices;

- E a expressao

G=Kn

> ¢ uma abreviacao para dizer que G € vazio e tem n vértices.



Grafos simples completo
Grafos simples vazio

- AAW

K,




Gratos nao orientados




Grafos nao orientados

« Estrutura bem parecida com os grafos simples;

- A diferenca € que pode possuir arestas paralelas e
também arestas “laco”;




Grafos nao orientados

- Aplicacoes:
= Em alguns casos, como fluxo em
redes, por exemplo, existem dois
caminhos que o objeto em questao
pode passar entre dois vértices;

= Exemplo:

* Uma rede de computadores que possui
dois canais de envio de informacao;




Gratfos orientados simples




Grafos orientados
» Grafo orientado:

= Para qualquer conjunto V, denotamos

por V20 conjunto de todos os pares
ordenados de elementos de V;

« V={a, b, c, d}
o Vo= {(a)b)) (b)a)) (a,C), (C)a)) (ayd)) (d)a))
(b,c), (c,b), (b,d), (d,b), (c,d), (d,c)}

o Portanto: AV >

0@

(—(



Grafos orientados

Em um grafo orientado, se a
cardinalidade de V é igual a n, qual é a
cardinalidade do conjunto V2?

|Vl =n
V2| = 29?7

Lembrando que V2 sao os pares
ordenados de V.

|
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Grafos orientados

« |Vl =n
o |Vo| = 2222

- Lembrando que V- sao os pares
ordenados de V.

|V2|:i(n—1) —n(n—1)

2
=n —n
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Grafos orientados com aresta “laco”

- Se os grafos orientados aceitam
aresta do tipo laco, 'e

« O numero maximo de aresta é???
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Grafos orientados com aresta “laco”

- Se os grafos orientados aceitam
aresta do tipo laco, 'e

> (n) =n(n)

2
=N



Grafos Valorados
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Grafos valorados

» Sao utilizados rotulos também nas arestas;

A~
@@

- Grafos valorados podem ser orientados e nao
orientados;




Grafos valorados

- Geralmente utilizamos rotulos em arestas para
representar o custo de alguma coisa:

= Por exemplo, a distancia para sair da cidade a e chegar
na cidade b. @

;e 30 20
= Ou 0 tempo necessario... / \

= Em Redes de Computadores, a aresta muitas vezes
recebe o RTT (round-trip time), tempo de ida e volta...



Algoritmos em Grafos

Representacao Computacional




Representacao

E se quisermos armazenar um grafo em um computador?

Precisamos armazenar os dados essenciais da definicao de
grafo;

A partir desta informacao podemos, por exemplo:

Construir uma representaciao visual ou efetuar operacoes sobre o
grafo;

Aplicar algoritmos para otimizar determinadas tarefas;
Determinar se alguma tarefa é possivel de ser realizada.



Representacao

Diversas sao as formas de representar tal estrutura
computacionalmente;;

Estruturas comumente utilizadas:
Matriz de Adjacéncia;;
Matriz de Incidéncia;;

Lista de Adjacéncia.



Matriz de Adjacéncia
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Representacao
Matriz de adjacéncia

Lembrando o conceito de adjacéncia:
a é adjacente a b se aesta conectado a b;

A matriz de adjacéncia possui a informacido que reflete este
conceito:

Suponha a matriz quadrada M

1, se 1 € adjacente a |

Mi i o
"1 0, em caso contrario

- 0N



1, se 1 e adjacente a j
G

0, em caso contrario




Em um grafo K4, como seria a matriz de adjacéncia?

E em um grafo complemento de K4?



1, se 1 € adjacente a |

Mmi.; .
"1 0, em caso contrario

Em um grafo K4, como seria a matriz de adjacéncia?

—
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— I e
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1, se 1 € adjacente a |

Mmi.; .
"1 0, em caso contrario

E em um grafo complemento de Ka?

L e e fee]

3
0
0
0
0

@ O
® ©

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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Vantagem????

Desvantagem???



Acesso: (1)

Desvantagens??? G

Memoriaz: (N |2)
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Representacao
Matriz de adjacéncia

E possivel representar grafos direcionados
usando matriz de adjacéncia???




E possivel representarg
usando matriz de adjacenma‘?‘?‘?

Uma forma...
@Q—0) T

n 0 +1 -1
n 0 +1  +1
R TR TR
0 -1 +1 0

d
Ge



E possivel representarg
usando matriz de adjacenma‘?‘?‘?

QOutra forma...

el b el d
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1
0 1 0 0

@
(f}—»(G d)
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E possivel representar grafos com arestas laco
utilizando matriz de adjacéncia?
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E possivel representar grafos com are
utilizando matriz de adjacéncia?
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Representacao
Matriz de adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
paralelas utilizando matriz de adjacéencia?

@—0
(&X&

G
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E possivel representar grafos com arests
s utilizando matriz de adjacéncia?

-
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Representacao
Matriz de adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas utilizando matriz de adjacéncia?

Ox 02 0=0=0
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E possivel representar grafos com aresic
| utilizando matriz de adjacéncia?

O2020=080
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Representacao
Matriz de adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas e com arestas paralelas utilizando
matriz de adjacéncia?
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Representacao
Matriz de adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas e com arestas paralelas utilizando
matriz de adjacéncia?

-n Nao é possivel sem utilizar estruturas

E UV auxiliares.
7 0



Matriz de Incidéncia
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Representacao
Matriz de Incidéncia

A matriz de incidéncia possui a seguinte dimensao:

VXA (%)

Suponha a matriz M\v\x\a\ 5
e

1, se a aresta | incide no vértice |
0, em caso contrario

Mi,j
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Representacao
Matriz de Incidéncia

1, se a aresta | incide no vértice |

Mi. ; .
"1 0, em caso contrario

EN @ ,

BN
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Representacao
Matriz de Incidéncia

Podemos representar grafos orientados utilizando matriz
de incidéncia???

e3
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Representacao
Matriz de Incidéncia

1, se a aresta | tem como origem o vértice |

mi | 1, se aaresta | tem como destino o vértice |
0, em caso contrario

n -1 0 +1
“ +1 1 0 e3
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Representacao
Matriz de Incidéncia

E possivel representar grafos com arestas laco
utilizando matriz de incidéncia?




E possivel representar grafos com are:
utilizando matriz de incidéncia?

1 1 0 0 0 0

1

1 0 0 1 1 0 2

0 1 0 1 0 1 0

(@)
S
i
(@)
=
=
(@)
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Representacao
Matriz de Incidéncia

E possivel representar grafos com arestas

paralelas utilizando matriz de incidéncia?
el

oro¥o

e2




E possivel representar grafos com:
utilizando matriz de incidéncia?

=

Mesma representagao
para arestas distintas
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Representacao
Matriz de Incidéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas utilizando matriz de incidéncia?

el =10 \82=20

©——

ed = 30
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Representacao
Matriz de Incidéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas utilizando matriz de incidéncia?

Cj, Se a aresta | incide no vertice |

| (a2 = [a “1=10/ 7\ 220
n 10 20

- ©—@
n 20 30 63 = 30

Mi,j , .
infinito, €M Caso contrario




Lista de Adjacéncia




Estrutura de dados:

Vetor de listas;

O_)Z/ @ @
1 =3 [}r .
<

2 =0 []p(3 |7 O—0)
3 =1 (2 [0 7
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Representacao
Lista de Adjacéncia

Podemos representar grafos orientados
utilizando lista de adjacéncia?

e3
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Representacao
Lista de Adjacéncia

Podemos representar grafos orientados
utilizando lista de adjacéncia?

e3

a b =7
b < 7
c 2 |7

[

l
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Representacao
Lista de Adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas laco
utilizando lista de adjacéncia?




=

E possivel representar grafos com:

utilizando lista de adjacéncia? * ?
O—D

CI—

PGP E ;
o [GIPG P A7

< GEIPCIPED

[ GIPC IR
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Representacao
Lista de Adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
paralelas utilizando lista de adjacéncia?

e

oro¥o

e2
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E possivel representar grafos com:
> asutilizando lista de adjacéncia?

el

a b [Plb [
b —/
c {2 [l
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Representacao
Lista de Adjacéncia

E possivel representar grafos com arestas
valoradas utilizando lista de adjacéncia?

o2o%0

5



=

E possivel representar grafos com:

s utilizando lista de adjacéncia?
3

e O

o
&
7
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Representacao
Lista de Adjacéncia

Vantagem?

Vetor de Listas

Desvantagem? w0 ({3 [3{v2 (3 nuue

v c c NULL

2 | {0 [ {8 ] 3> v
DeNECNmE




Representacao
Lista de Adjacéncia

Vantagem?
Memoria:

(V]+A)

Vetor de Listas

A E R ED
v ‘ ‘ NULL

(A) 2P P B
@ecrmesme

Desvantagem
Acesso:




Algoritmos em Grafos

Duvidas?



